C.

TABLAS DE LONGITUDES DE PANDEO
DE BARRAS, CELOSIAS Y ARCOS

C.1. BARRAS DE SECCION CONSTANTE CON ESFUERZOS
AXIALES VARIABLES

También es aplicable el concepto de longitud de pandeo 1,, para las barras de seccién
constante solicitadas por esfuerzos axiales variables a lo largo de su eje. En este caso, se
considera como longitud de pandeo, la deducida de la expresion:

L=0-1 (C.1)

En donde 1, es la longitud entre extremos arriostrados de la barra y [J, el coeficiente para
cuya deducciéon pueden utilizarse, en funcién de la ley de variacién que siguen los
esfuerzos y del tipo de vinculacidn de los extremos de la barra, las expresiones que se
indican en los dos apartados siguientes:

a) Enel caso de barras con esfuerzo axil variable, el valor de [] se deduce de la expresion

siguiente:
1+C-N_. | N
I:l - min max (Cz]
K
CyK Coeficientes que dependen de la clase de apoyos (articulacién o
empotramiento) y de laley de variacién de los esfuerzos axiles. En la tabla
C.1. se indican los valores asignados a cada caso.
N_io/Noae Relacion entre esfuerzo axil minimo y maximo.

En la tabla C.1. se indican los valores de [].
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Cc 0,88 0,51 1,65 0,93 2,18 "
K 1,88 3,09 5,42 7,72
’ le,."A |Nmin. |Nanin. | Nein. }Nmin.
len — =
N,... -
' Nmax. ' Nmax. *Nma'x. '/V,.,,,’x Nmdx
0 0,729 0,569 0,429 0,359 1,122
0,1 0,761 0,582 0,462 0,376 1,238
0,2 0,792 0,596 0,495 0,392 1,346
0,3 0,818 0,610 0,524 0,407 1,440
0,4 0,846 0,623 0,553 0,421 1,532
0,5 0,875 0,636 0,579 0,434 1,620
0,6 0,901 0,648 0,605 0,449 1,704
0.7 0,927 0,663 0,629 0,462 1,784
0’8 0,950 0,675 0,654 0,474 1,856
0’9 0,975 0,687 0,676 0,488 1,928
1 ’ 1,000 0,700 0,700 0,500 2,000
Cc 2,18 0,93
K 3,18 7,72
‘Nmi.n. ‘Nmin,
=N =
N e,
I [/
Nex = 7
- =4
' Nmin. ’ Nmm ’ Nma’x.
0 0,561 0,359 0,692 1,384
0,1 0,619 0,376 0,728 1,456
0,2 0,673 0,392 0,764 1,528
0,3 0,720 0,407 0,797 1,594
0,4 0,766 0,421 0,830 1,660
0,5 0,810 0,434 0,858 1,716
0,6 0,852 0,449 0,888 1,776
0.7 0,892 0,462 0,917 1,834
0,8 0,928 0,474 0,946 1,892
0’9 0,964 0,488 0,973 1,946
1’ 1,000 0,500 1,000 2,000

Tabla C.1. Coeficientes de pandeo [] en barras de seccién constante y esfuerzo axial variable.

El célculo de la barra se hara considerando el esfuerzo axil maximo de cdlculo Ng, que
actda sobre la barra. Para que sea aplicable este procedimiento simplificado es
obligado, que el esfuerzo axil conserve invariable su direcciéon durante el pandeo.

b) Barras de seccién constante sometidas a compresiéon variable debida a cargas
puntuales. A este respecto se aconseja lo siguiente:

En el caso de compresién producida por la actuaciéon de una carga puntual
actuando en un punto intermedio de la barra, la longitud de pandeo se calculara
mediante la expresion:
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L=01

obteniéndose [] de la tabla C.2 en funcién de la vinculacién de la barra en sus
extremos y de la relacion /,// que define la posicion de la carga.

En el caso de actuacién de n cargas puntuales de intensidad N, el coeficiente de

pandeo [] es el siguiente:
- 2
0=/ =0 O (C.3)
1

siendo

[, coeficiente correspondiente a N, como si actuase aisladamente.

En la tabla C.2 se recogen los valores de [] y []° en funcién de la vinculacion de
la barra y de la relacion /; /I que define la posicién de la carga puntual.

El célculo de la barra se hara considerando el esfuerzo axial maximo de calculo
que actta sobre ella.

EJEMPLO C.1. Un pilar de una nave industrial, de seccién constante, ha de resistir las cargas
de célculo que se indican en la figura C.1. El pilar a efectos de pandeo se
comporta como un voladizo. Determinar su longitud de pandeo y el esfuerzo
axial de célculo.
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l’ Nysa® 1SOKN

T I Al ser, YN,= 150 + 70= 220 kN, aplicando la ecuacién C.3:
2 l Ny 4™ 7TOKN
0-1250.4 . 70 5 561v2 - 1,882 (Tabla G.2)
220 220
8 . .
La longitud eficaz de pandeo es:
I, =1,882-10 = 18,82 m (C.1)
y el esfuerzo axial de célculo a considerar, es:
Ny, = 150 + 70 = 220 kN
Figura C.1.
/
N T
/
/1 ' /4
Barra biarticulada Barra libre y empotrada| Barra empotrada y Barra biempotrada
apoyada
Bi B’ B B’ B B? B B’

0 1,000 1,000 2,000 4,000 0,699 0,4896 0,500 0,2500
0,1 0,898 0,806 1,8 3,240 0,605 0,3662 0,494 0,2446
0,2 0,805 0,649 1,600 2,560 0,533 0,2850 0,471 0,2219
0,3 0,741 0,549 1,400 1,960 0,481 0,2319 0,430 0,1851
0,4 0,711 0,506 1,200 1,440 0,458 0,2101 0,387 0,1502
0,5 0,707 0,500 1,000 1,000 0,456 0,2085 0,364 0,1326
0,6 0,703 0,494 0,800 0,640 0,440 0,1942 0,362 0,1311
0,7 0,671 0,451 0,600 0,360 0,392 0,1543 0,340 0,1159
0,8 0,592 0,351 0,400 0,160 0,306 0,0938 0,279 0,0781
0,9 0,440 0,194 0,200 0,040 0,173 0,0310 0,168 0,0285

1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,0000 0,000 0

Tabla C.2. Barras con una carga puntual intermedia, valores de los coeficientes [, y [J,%.
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C.5.

C.2. BARRAS COMPRIMIDAS DE SECCION VARIABLE,

BAJO CARGA CONSTANTE

Laesbeltez mecdnica de una barra de seccién variable, con extremos articulados, se calcula
tomando el siguiente valor del radio de giro:

(C.4)

momento de inercia maximo respecto al eje normal al plano de pandeo considerado.

valor medio del area (seccién bruta) a lo largo de la barra, 1.

coeficiente que es funcién de los parametros a y v, cuyos valores vienen recogidos

en la tabla C.3.

Variacion de la Seccion

V= V[mj.n/[max

0,1

0,2

0,3

04

0,5

0,6

0,7

0,8

0,9

1,0

N Imox  Pardbola

I min
N

/

T

0,273

0,402

0,506

0,595

0,676

0,749

0,817

0,882

0,942

1,000

0,536

0,652

0,728

0,786

0,834

0,875

0,911

0,943

0,973

1,000

~

0,1
al 0,2

F— .
————— 0,4

0,3

0,5

0,221
0,060
0,03
0,02
0,010

0,626
0,220
0,105
0,061
0,040

0,846
0,421
0,221
0,134
0,090

0,924
0,605
0,359
0,231
0,16

0,958
0,743
0,502
0,345
0,250

0,976
0,837
0,635
0,472
0,360

0,986
0,902
0,753
0,606
0,490

0,993
0,946
0,852
0,741
0,640

0,997
0,997
0,933
0,873
0,810

1,000
1,000
1,000
1,000
1,000

- 0,1
0,2
0,3
04
0,5
0,6

>0,9

0,121
0,140
0,166
0,203
0,257
0,340
0,477
0,697
0,922
1,000

0,220
0,247
0,284
0,333
0,403
0,502
0,641
0,814
0,951
1,000

0,316
0,348
0,391
0,446
0,521
0,620
0,745
0,875
0,966
1,000

0,412
0,447
0,490
0,547
0,620
0,711
0,815
0,913
0,076
1,000

0,509
0,542
0,585
0,639
0,705
0,784
0,867
0,938
0,983
1,000

0,606
0,636
0,675
0,722
0,779
0,843
0,906
0,957
0,988
1,000

0,703
0,729
0,761
0,800
0,844
0,892
0,936
0,971
0,992
1,000

0,801
0,820
0,844
0,871
0,902
0,933
0,961
0,983
0,995
1,000

0,900
0,911
0,923
0,938
0,953
0,969
0,982
0,992
0,998
1,000

1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
1,000
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0 |0,259 0,389 0,493 0,583 0,665 0,740 0,810 0,877 0,940 1,000
0,1 | 0,308 0,448 0,555 0,643 0,719 0,786 0,846 0,902 0,953 1,000
0,2 (0,371 0,520 0,625 0,707 0,775 0,832 0,881 0,925 0,965 1,000
0,3 | 0,453 0,605 0,703 0,775 0,830 0,876 0,914 0,947 0,975 1,000
0,4 | 0,558 0,702 0,784 0,841 0,883 0,915 0,942 0,965 0,984 1,000
0,5 |0,686 0,801 0,867 09 0,927 0,948 0,965 0,979 0,99 1,000
0,6 (0,879 0,890 0,925 0,946 0,962 0,973 0,982 0,989 0,995 1,000
0,7 10,925 0,954 0,968 0,978 0,984 0,989 0,992 0,996 0,998 1,000
0,8 | 0,982 0,988 0,992 0,994 0,996 0,997 0,998 0,999 0,999 1,000
>0,9( 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

La variacion lineal o parabdlica se refiere al canto de la barra y no al momento de inercia.
Pueden interpolarse linealmente valores intermedios.

Tabla C.3. Valores del coeficiente ¢ de barras de seccién variable, bajo carga axial de
compresiéon N constante, en funcién de v=(1,,,,/1,,..)"° v de a

C.3. BARRAS DE SECCION CONSTANTE ARRIOSTRADAS
EN SECCIONES INTERMEDIAS.

En la tabla C.4(a) se representa una columna cuyo extremo en voladizo no queda sujeto por
el arriostramiento. La ecuacién que determina la carga critica, N, en el campo elastico,
siempre que a/l<1, es:

KL[tg(0 kD) +tg(kD)] - tg(kl)-tg(d -k)=0 (C.5)

k=[N JET

E, médulo de elasticidad
I, momento de inercia

O=a/l
Adoptando como incdgnita k -/, y resuelta la ecuacion, se deduce:

N :](Z.E[:M

5

0=w/ (k)

de modo que:

En la tabla C.4(a) se dan valores de [] en funcién de a// (se considera que a//<1).
Si la relacién a/I>1, la ecuacién trascendente con la que se determina la carga critica es:

0Kl - [tg(0 kD) +tg(kD)] - tg(0 kD) - tg (k))=0 (C.6)



LONGITUDES DE PANDEO C.7.

Cuando la distancia a tiende a cero, caso cuya aplicacién se representa en la linea b) de la
tabla C.4 con notacién cambiada para a, la barra se comporta como un voladizo ((J=2). En
la tabla C.4 (b) se recogen los valores de [] correspondientes a diferentes relaciones, a/l.

Las longitudes de pandeo para columnas de seccidn constante arriostradas en una o dos
secciones intermedias, se determinan con ayuda de los coeficientes [] (obtenidos de
ecuaciones criticas similares a las C.5 e C.6) que se indican también en la tabla C.4, para
los casos siguientes:

c) Columna arriostrada en tres apoyos. Los valores de [] dependen también de a/l.

dye) Columna arriostrada en 4 apoyos con vanos extremos de igual longitud. Se dan los
resultados para los dos casos siguientes:

- El vano central es mas corto que los extremos (d).
- El vano central es mas largo que los extremos (e).
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a=al/l
Casos
01|01|02(03|04|05|06(07|08|09]| 1
a B= 1 1,11 1,24 1,4 156 1,74 1,93 2,16 2,31 25 2,7
b B= 2 2,07 2,13 2,2 227 2,34 2,41 2,48 255 2,62 2,7
¥ 1T
a
c T B= |07 072 074 077 0,79 081 0,84 087 091 095 1
l
A
*N
ET
l
d "Ff B= |07 073 076 0,79 0,82 0,85 0,88 091 094 097 1
il A
l
d 4 . Y.
e B= |05 053 057 061 065 07 075 081 087 093 1
En todos los casos a </

Tabla C.4.Coeficientes de pandeo [] de barras axilmente comprimidas arriostradas en secciones

C.4. PILARES EN BAYONETA

Se analizan a continuacién los dos casos méas habituales:
a) Un extremo libre y el otro empotrado (figura C.2).
Es un caso muy frecuente en naves industriales con puente gria (figura a).

Las cargas que ha de soportar el pilar son N,, procedente de la cubierta y N,, del
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puente-gria. Se ha de determinar el valor de las cargas criticas N, ., y (N, +N,)., que
provocan el pandeo de la columna. Entendiendo que en todo el proceso la relacién de
cargas N,/N,, o N,/(N,+N,), se mantiene constante.

Se denominan,

k=/NTEL)  k=|0N+N)/EL) €7)
a) Nave industrial b)

1
1

. L

Figura C.2. Pilar en bayoneta de nave industrial

Entre k, y k, existe la relacién siguiente:

k,=k,yO/(1-0) (C.8)

=N, /(N1+Nz]:Nz /Ntol
O=L/1, (C.9)

I, e I, momentos de inercia de los dos tramos de la columna

Se elige como incdgnita el coeficiente [], que multiplicado por las cargas axiles N, y
N,, hace que éstas alcancen valores criticos. Es decir:

Nl,cr:D ' Nl; Ntot,cr :l:l ' (N1+N2) (Clo]

El valor de [] se deduce resolviendo la ecuacién trascendente:

tg(kl 11'\/5) ’ tg(kzlz' \/ﬁ)=k2' L /(kl' L) (C.11)
Haciendo:
w*- EI w*- EI
ON,=— ;o 0 (Ng+Ny)=
@, - 4)? @, 4)?

se deducen, teniendo en cuenta las ecuaciones C.7, los coeficientes de esbeltez [y las
longitudes de pandeo, /, siguientes:
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D1 =T ll,k:D1~11
k1 11'\/ﬁ
0,=-——— =0, 1, (C.12)
kz 12'\/ﬁ

Para facilitar los cdlculos se ha confeccionado la tabla C.5. en la cual se dan los
valores del coeficiente ¢ relacionado con la carga critica asociada al tramo 2 de la

columna:
- EIZ
0A +Nz]cp=‘P'T (C.13)
(N,+N,) /N,
L/1, L/, 3 2,66 2,33 2 1,66 1,33 1
3 1 0,358 0,350 0,339 0,325 0,307 0,283 0,250
5 0,351 0,340 0,327 0,311 0,290 0,262 0,225
15 0,324 0,309 0,290 0,267 0,238 0,208 0,162
30 0,269 0,248 0,223 0,197 0,168 0,138 0,106
2,5 1 0,379 0,368 0,355 0,338 0,316 0,288 0,250
5 0,365 0,351 0,335 0,315 0,289 0,256 0,212
15 0,317 0,299 0,273 0,246 0,213 0,178 0,139
30 0,234 0,211 0,188 0,163 0,138 0,458
2 1 0,409 0,394 0,377 0,355 0,328 0,294 0,250
5 0,381 0,362 0,340 0,313 0,281 0,242 0,196
15 0,291 0,266 0,239 0,210 0,179 0,146 0,112
30 0,188 0,148 0,128 0,107 - -
1,5 1 0,456 0,434 0,410 0,380 0,346 0,303 0,250
5 0,390 0,363 0,333 0,299 0,260 0,217 0,170
15 0,240 0,216 0,191 0,165 0,139 0,112 -
30 0,139 0,124 - - -

Tabla C.5.Pilares en bayoneta con extremos empotrado-libre (figura C.2). Valores del coeficiente
¢

A partir de ¢ se determinan los coeficientes [], y [], mediante las expresiones
siguientes:

(C.14)

1+1/1
O, = 2/ 4 (C.15)

(/1)
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EJEMPLO C.2. Calcular las longitudes de pandeo y coeficientes [], y [1,, resolviendo la ecuacién
C.11 y aplicando la tabla C.5, del pilar en bayoneta representado en la figura
C.3, cuyas caracteristicas y cargas son,

[,=1.000 cm* [,=15.000 cm*
1,=250 cm 1,=500 cm
N,=150 kN N,=100 kN
Figura C.3.
a) Resolviendo la ecuacién C.11
k,=1/150.000/(210.000-107) = 0,0002673 mm ™ ; k,1,=0,6682 (C.7)
k,=1/250.000/(210.000-15 - 10”)= 0,0000891 mm™  ;k,/,=0,4454 (C.7)

Valores con los que se plantea la ecuacion trascendente:

tg(0,6682- /) tg(0,4454-y[)=0,0000891-15.000/(0,0002673-1.000) =5 (C.11)
cuya solucidn es:
0=3,96
Resultando:
N, .,=3,96:150=594 kN; (N, +N,),,=3,96- 250=990 kN (C.10)
O=—"——=2,36 1,,=2,36:250=590 cm (C.12)
0,6682-+/3,96
0 T - 3,54 1,,=3,54-500=1.772 cm (C.12)

j——————
0,4454-+/3,96

b) Utilizando la tabla C.5
Alser /,/,=2,1,/,=15y (N,+N,)/N,=1,66 se determina
¢ =0,179

y con este valor de ¢ = 0,179 se deducen los mismos coeficientes, []:
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0, = [1+i) : 250/150 =2, (C.14)
2,5 0,179-15.000/1.000
14525 35, (C.15)

- (5/2,5)1/0,179
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b) Ambos extremos articulados (figura C.4).

N, En este caso la ecuacién transcendente a resolver es:
j—T |ﬁ>' k4 ‘{1+|:|'(1—|:|)}+
[ Na tg(k111"/ﬁ] -0
(C.16)
— k1 _ (1 2
— 1 " 272 '[1_D]‘{1 D+D (1 D)}_D_ZO
l t8(k, 1,\) L 0 J o
I
k,.,k,, ... definidos anteriormente en las ecuaciones C.7 e C.9
NI A 0=t/
Figura C.4

Como en el caso anterior se ha confeccionado la tabla C.6. con la cual se determinan
los valores de ¢ (ecuacién C.13) para 1,=1, y diferentes valores de las relaciones L,/I,
y (N,+N,)/N,. Conocido ¢ se calculan [], y [],, ecuaciones C.14 e C.15.

(N, + N/,

L/I,
1 1,25 1,5 1,75 2

1,00 1,060 1,110 1,207 1,26 1,320
1,25 0,890 0,999 1,063 1,132 1,195
1,50 0,796 0,890 0,962 1,020 0,185
1,75 0,718 0,813 0,886 0,925 0,990
2,00 0,654 0,744 0,798 0,856 0,907

Tabla C.6. Pilares de bayoneta con extremos articulados, figura C.4.
Valores del coeficiente ¢ para l, = I,

C.5. CELOSIAS

En un sistema de celosia ideal y optimizado todas las barras alcanzan simultdneamente su
maéxima capacidad de carga. En esta situacién, figura C.5, cada barra se comporta a efectos
de pandeo como una barra biarticulada ya que las contiguas, también pandeadas, no
afadeéri Hifgliia restriccion al gire de sis extieiios. El coseticieiite de paiides; 1, és igiial
ala unidad tanto para el pandeo en el plano de la celosia como en direccién perpendicular
a él, si los nudos estan inmovilizados.

En la practica esta optimizacién no es posible ya que las dimensiones de las secciones de
las barras varian de forma escalonada ya que corresponden a perfiles comerciales. La
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méxima capacidad de carga tinicamente puede ser alcanzada por una sola barra, mientras
que las barras que se enlazan a sus extremos no han alcanzado su limite de resistencia, lo
que proporciona cierta coacciéon al giro reduciendo su longitud eficaz de pandeo. Si todo
el cordon comprimido es de seccion constante se puede asumir []=0,90 para el pandeo en
ambos planos.

(R

Figura C.5. Pandeo de las barras comprimidas de una celosia

Como longitudes de pandeo de las barras de las de las celosias se consideran las siguientes:

1) En las celosias espaciales formadas por perfiles huecos atornillados en sus
extremos se tomara como longitud de pandeo la distancia entre ejes de nudos para
cualquier barra.

2) En vigas planas trianguladas:

Cordones en su plano: La distancia entre ejes de nudos;

Cordones fuera del plano: La distancia tedrica de la barra medida entre
puntos fijos;

Montantes y diagonales en su plano: La longitud libre entre barras;

Montantes y diagonales fuera del plano: La longitud entre ejes de nudos.

3) En vigas planas trianguladas formadas por perfiles huecos de cordones continuos
y diagonales y montantes soldados de forma continua en todo el perimetro:

Cordones en su plano: 0,9 veces la distancia entre ejes de nudos;

Cordones fuera del plano: 0,9 veces la longitud teérica de la barra medida
entre puntos fijos;

Montantes y diagonales en su plano: 0,75 veces la longitud entre ejes de
nudos;

Montantes y diagonales fuera del plano: 0,75 veces la longitud entre ejes de
nudos.
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Diagonales /Cordo'n superior

A\

o L | 2,

Montantes Cordon intferior

Figura C.6. Denominacién de las barras de una celosia

C.6. ARCOS

El arco es un sistema estructural que resiste principalmente esfuerzos de compresién. Su
pandeo puede presentarse en el plano del arco, que es el que se analiza en este apartado,
y fuera de él. El pandeo fuera del plano es funcién del sistema de arriostrado transversal
que se disponga. Teniendo en cuenta, ademas, que si los esfuerzos de flexién no son
despreciables podria presentarse su inestabilidad como viga (vuelco lateral, vease capitulo
8).

En la figura C.7.a, se representa el modo de pandeo en su plano del arco biarticulado, en
este caso con desplazamiento antisimétrico. Y en la figura b el del arco triarticulado, con
desplazamiento simétrico. En ambos casos la carga uniformemente repartida q provoca un
esfuerzo axial de compresion casi constante en toda la longitud del arco si éste es rebajado.

Para la determinacién de la longitud eficaz de pandeo en el plano del arco se recogen a
continuacién métodos simplificados validos para el caso de seccién constante:

a) Las Reglas CB 71 definen la longitud de pandeo, /,, mediante las expresiones
siguientes:

- en arcos biarticulados:
1,=0,5-1-y/1+ 6,15 - k* (C.17)

- en arcos triarticulados:
1,=0,57-1- 1+ 2k* (C.18)

k f/l
f flecha del arco.
1 luz del arco
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a) Arco biarticulado b) Arco triarticulado

-

Figura C.7. Pandeo de arcos.

a) Lanorma DIN 1052 define, también para arcos de seccién constante, la longitud de
pandeo en el plano del arco mediante la siguiente expresion:

1,=1,25(s/2) (C.19)

s longitud total del arco, figura C.7.a.
Esta expresién es valida, sin distinguir entre arco biarticulado o triarticulado, para
valores de f// que cumplan la relacién siguiente:

0,15<f// < 0,5

Para mayor precisién puede usarse la expresion:
1L,=0(s/2) (C.20)

s longitud total del arco, figura C.7.
0 coeficiente que depende del tipo de arco y de la relacién f/l. Sus valores se dan a
continuacién en la tabla C.7.

f/l 0,05 0,20 0,30 04 0,50
triarticulado 1,2 1,16 1,13 1,19 1,25
biarticulado 1 1,06 1,13 1,19 1,25
biempotrado 0,7 0,72 0,74 0,75 0,76

Tabla C.7. Coeficientes [], de pandeo en su plano de arcos de seccién constante.
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